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1 Uvod
Ovaj rad se bazira na idejama vezanim za geometriju. To su ideje koje se trebaju
shvatiti u potpunosti i koje se mogu koristiti ﬂeksibilno kako bismo postali produk-
tivniji u pou£avanju matematike u srednjoj ²koli. U£enici dolaze u srednju ²kolu
s raznovsrnim matemati£kim iskustvima ²to se £esto ne slaºe s onim ²to od njih
o£ekuju da znaju srednjo²kolski nastavnici matematike.
U ovom radu iznijet ¢emo vaºne ideje koje nastavniku mogu produbiti postoje¢e
razumijevanje geometrije i koje ga mogu voditi u planiranju i izvebi sata i procje-
njivanju u£enja u£enika. Razumjevanje ideja o geometriji omogu¢uje nastavniku
da si predo£i kakav utjecaj one ostavljaju na u£enike i koju ²irinu tih ideja u£enici
poimaju. Ove ideje proºimaju matematiku sa kojom su se u£enici ve¢ susreli i sa ko-
jom ¢e se susresti tijekom svojeg matemati£kog obrazovanja. Geometrija predstvalja
glavno podru£je ²kolske matematike koje je vaºno da u£enici nau£e (savladaju), ali
ono takoer predstvalja izazov i nastavnicima u pou£avanju. U£enici u srednjoj ²koli
trebaju dobro shvatiti geometrijske ideje ako ºele ostvariti dobar uspjeh u ²koli, ali
i pri polaganju mature. U na²im ²kolama u£enici £esto vode borbu s idejama ve-
zanima uz geometriju. Vaºnost svojstava geometrijskih objekata i na£ini na koja
su ta svojstva uklopljena u skice i deﬁnicije od velike su vaºnosti i za nastavnike.
Zapravo, geometrijske ideje se koriste u cijeloj matematici. Geometrijski jezik i sli-
kovite predodºbe pruºaju dodatne mogu¢nosti i alate za razvoj i primjenu ideja u
mnogo drugih matemati£kih podru£ja.
Posao nastavnika matematike u srednjoj ²koli traºi dobro razumijevanje mate-
matike koju ²kola, postoje¢i nastavni plan i program te drºavna matura o£ekuju
od u£enika da nau£e, a vezano je za geometriju. Posao nastavnika takoer zahtjeva
da zna kako su ove matemati£ke ideje povezane s drugim idejama s kojima ¢e se
u£enici susresti u narednim nastavnim satima, trenutnoj ²kolskoj godini i dalje. Bo-
gato matemati£ko razumijevanje navodi na pravi put odluke nastavnika vezane za
ve¢inu njihovog posla kao ²to su na primjer odabir nastavnih zadataka, postavljanje
nedvosmislenih pitanja, odabir materijala, raspored tema i ideja tijekom vremena,
procijenjivanje kvalitete rada u£enika i smi²ljanje na£ina da se njihova razmi²ljanja
razlikuju ili podudaraju.
Razmi²ljanje o posebnim idejama koje su dio stjecanja razumijevanja geometrije
moºe biti teºak zadatak. Postavli smo si kriti£ko pitanje: koja su temeljna znanja iz
geometrije za nastavnike matematike u srednjoj ²koli koja im omogu¢uju da budu
uspje²ni u svome radu? Da bismo mogli odgovoriti na ova pitanja, moramo pogledati
razli£ita istraºivanja iz matemati£ke edukacije koja su vezana uz geometrijske teme,
a posebno ona koja su vezana uz nastavnikov rad. U ovom radu saºet ¢emo rezultate
nekih istraºivanja kroz £etiri velike ideje vezane za geometriju. Svaka velika ideja
ima manje, speciﬁ£nije matemati£ke ideje koje ¢emo zvati temeljno razumijevanje.
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2 Razumijevanje geometrije i velike ideje
Nastavnici pou£avaju matematiku jer ºele da ju i drugi razumiju i to na na£in koji
¢e ih dovesti do uspjeha i zadovoljstva u ²koli, poslu i ºivotu. Kako bi pomogli
u£enicima da razviju snaºno i trajno razumijevanje geometrije, nastavnici moraju
ne samo znati ve¢ i razumjeti taj dio matematike. Lako je misliti da razumijeva-
nje jednog podru£ja matematike kao ²to je geometrija zna£i poznavanje odreenih
£injenica, rje²avanje posebnih tipova zadataka i baratanje bitnim pojmovima. Na
primjer, da bi mogli pou£avati geomatriju u srednjoj ²koli, nastavnici moraju znati i
geometriju iz osnovne ²kole pa tako na primjer trebaju poznavati svojstava nekoliko
tipova preslikavanja. Od nastavnika se takoer o£ekuje da budu vje²ti u utvriva-
nju kada su dva lika sli£na ili sukladna i koriste¢i se preslikavanjima, omjerima i
drugim konceptima objasniti za²to ti odreeni odnosi vrijede. Pretpostavlja se da
nastavnikov matemati£ki rje£nik sadrºi pojmove kao ²to su dijagonala, izometrija,
pretpostavka, simetrija i centar.
O£ito da £injenice, rje£nik i tehnike rje²avanja odreenih tipova zadataka nisu sve
²to se o£ekuje od nastavnika da poznaje o geometriji. Na primjer, u budu¢em radu s
u£enicima, osim poznavanja svojstava pravaca, kutova, trokuta, £etverokuta i kruga
i istaknutih teorema, nastavnik mora pratiti razmi²ljanje u£enika kada istraºuju
sli£ne geometrijske objekate. U£enici formuliraju neo£ekivane pretpostavke, neke
to£ne, neke neto£ne, a na nastavniku je da uputi u£enika koju pretpostavku valja
dalje istraºiti i za²to.
Lista matemati£kih ideja za koju se o£ekuje da svi nastavnici matematike u
srednjoj ²koli znaju o geometriji jako je velika. Tvorci kurikuluma ponekad objave
takve liste i stvore nastavne programe koji su pretrpani. Meutim vaºna stavka je
da te liste ne mogu obuhvatiti samu bit stjecanja razumijevanja neke teme. Du-
boko razumijevanje geometrije ne zahtjeva od nastavnika samo poznavanje vaºnih
matemati£kih ideja ve¢ i prepoznavanje kako su te ideje povezane jedna s drugom.
Razumijevanje ¢e se pove¢avati s iskustvom i s usvajanjem novih ideja i pronalaskom
novih veza meu ve¢ upoznatim idejama.
Nastavnikovo razumijevanje geometrije treba nadma²iti sadrºaj predvien za
u£enike. Poznavanje samo ²kolske matematike nije dovoljno za rad u nastavi. Nas-
tavnik mora biti i u mogu¢nosti identiﬁcirati i potvrditi ili odbaciti nove tvrdnje.
Te tvrdnje i agrumenti mogu se pripisati idejama ili tehnikama koje se nalaze iza
matemati£kog iskustva u£enika i trenutnih kurikularnih o£ekivanja od njih.
Pou£avanje geometrije u srednjoj ²koli moºe se provoditi tako da se ona zasebno
u£i kao poseban predmet. Ovakav pristup je £est u ameri£kim ²kolama. Na² ku-
rikulum je ispresijecan razli£itim dijelovima matematike. Naizmjeni£no se u niºim
razredima osnove ²kole u£i aritmetika i geometrija, a u vi²im razredima osnovne
²kole te u srednjoj ²koli algebra, geometrija i funkcije. etiri velike ideje i nekoliko
manjih temeljnih razumijevanja meusobno su povezane. Pogledajmo sada njihov
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pregled:
Velika ideja 1 Rad sa skicama je u sredi²tu geometrijskog mi²ljenja i zaklju£ivanja.
Temeljno razumijevanje 1a Skica je soﬁsticirana matemati£ka naprava za
razmi²ljanje i komuniciranje.
Temeljno razumijevanje 1b Skica je izgraeni geometrijski predmet sa
svojom pozadinom - pri£a o uspje²noj konstrukciji i svrsi.
Temeljno razumijevanje 1c Skica nije slika. Ona se mora interpretirati:
nau£iti kako is£itavati skice moºe biti kao da u£ite novi jezik.
Velika ideja 2 Geometrija predstavlja baratanje s promjenjivo²¢u i nepromjenji-
vo²¢u, unato£ tome ²to se £ini da u njoj prevladavaju brojni teoremi.
Temeljno razumijevanje 2a U pozadini bilo kojeg geometrijskog dokaza je
nepromjenjivost - ne²to ²to se ne mijenja dok se ne²to drugo mijenja.
Temeljno razumijevanje 2b Nepromjenjivosti su rijetke i mogu se uo£iti
samo kada proizlaze iz puno ve¢e promjenjivosti.
Temeljno razumijevanje 2c Ispitivanje mogu¢ih promjenjivosti neke nepro-
mjenjive situacije moºe dovesti do novih pretpostavki i teorema.
Temeljno razumijevanje 2d Geometrija je dinami£no prou£avanje £ak i ako
se ponekad £ini da je stati£no.
Velika ideja 3 Rad sa i na deﬁnicijama je u sredi²tu geometrije.
Temeljno razumijevanje 3a Geometrijski objekti mogu imati razli£ite deﬁ-
nicije. Neke su bolje od drugih i njihova ispravnost ovisi kako o kontekstu
tako i o veli£inama (vrijednosti).
Temeljno razumijevanje 3b Deﬁnicije u geometriji dolaze u dva razli£ita
tipa: deﬁnicija postanka (kako moºemo konstruirati objekt) i deﬁnicija
entiteta (kako moºemo okarakterizirati objekt u teminima odreenih zna-
£ajki).
Temeljno razumijevanje 3c Izgradnja deﬁnicija zahtijeva kretanje naprijed
i nazad izmeu verbalnog i vizualnog.
Velika ideja 4 Pisani dokaz je zavr²na to£ka procesa dokazivanja.
Temeljno razumijevanje 4a Empirijska potvrda je vaºan dio procesa do-
kazivanja, ali nikad ne smije samostalno sa£injavati dokaz.
Temeljno razumijevanje 4b Protuprimjeri su vaºni: pojedina£ni slu£ajevi
mogu opovrgnuti pretpostavku, ali takoer mogu voditi do modiﬁciranih
pretpostavki.
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Temeljno razumijevanje 4c Iza (u pozadini) svakog dokaza je ideja dokaza.
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3 Velika ideja 1
Velika ideja 1 Rad sa skicama je u sredi²tu geometrijskog mi²ljenja i zaklju£ivanja.
Nema geometrije bez skica! Skice nam opisuju ne²to ²to se verbalnim jezikom
ne moºe i obratno. One nam sluºe da bismo zadrºali (na papiru, u knjigama, na
plo£i, na pijesku, u zraku) pokretne slike uma i da kasnije moºemo razmatrati i
raspravljati o njima. Jedan od izazova u£enja geometrije je biti u mogu¢nosti usa-
glasiti verbalno razmi²ljanje s onim prostornim koje je prikazano skicama. Taj izazov
se proteºe kroz koordinaciju rije£i i kombinaciju prostorno-vremenskih dinami£nih
skica, koje mogu biti prikazane na kompjuterskim zaslonima, dobivene sklapanjem
papira i savijanjem trodimenzionalnih modela. Skice su iznimno povezane s vizual-
nim slikama. Istovremeno, vizualne slike se koriste za stvaranje novih skica kao i za
interpretiranje ve¢ postoje¢ih.
3.1 Temeljno razumijevanje 1a: Jedna skica vrijedi 1000 sim-
bola
Temeljno razumijevanje 1a Skica je soﬁsticirana matemati£ka naprava za raz-
mi²ljanje i komuniciranje.
Kao ²to koristimo rije£nik na odreeni na£in, stvaranje i is£itavanje skica je
ne²to ²to se stje£e praksom. Crtanje skica moºe nam pomo¢i oko rje²avanja nekog
problema. Meutim, stvaranje skica moºe pobolj²ati razumijevanje gramatike
geometrijskih skica - to jest ima namjeru prenijeti nam kako je skica graena i
kako su povezani razli£iti elementi skica. Gramatika geometrijskih skica moºe biti
poprili£no razli£ita od drugih vizulanih ilustracija na koje smo nai²li izvan i unutar
²kole.
U radu ¢emo prikazat neke zadatke sa skicama za vjeºbu koji uklju£uju osnovne
objekte srednjo²kolske geometrije (pravce i krugove) i prikazat ¢emo kako je takva
vjeºba povezana s razmi²ljanjem, komuniciranjem i dokazivanjem. Ove vjeºbe ne¢e
biti previ²e matemati£ki izazovne, no korisne su jer poti£u geometrijsko mi²ljenje.
Dok se crta skica vaºno je obratiti pozornost na vizualne slike koje se stvaraju u
glavi i kako je taj lik povezan s novim crteºom koji je napravljen.
Primjer 1. Nacrtajte krug i pravac na listu papira. Koliko puta se sijeku? Koliko
puta se mogu sje¢i?
to ¢emo prvo skicirati - krug ili pravac? Za²to? Utje£e li na to redoslijed
zadavanja u zadatku? to da je Primjer 1. glasio: Nacrtaj pravac i krug. . . ?
Ako po£nemo s krugom, razmi²ljamo kako ¢emo ga skicirati, koliki ¢e biti njegov
polumjer, gdje ¢e se nalaziti njegovo sredi²te. Idu¢i korak je crtanje kruga - moºemo
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usidriti ruku u sredi²te i rotirati papir oko njega ili moºemo staviti ruku iznad
papira kako bismo mogli gledati u sredi²te dok crtamo. Obra¢aju¢i paºnju na to kako
skiciramo postajemo svjesni svojstava kruga. Sljede¢e, kod pravcem smo suo£eni s
izborom gdje ¢emo ga poloºiti, odnosno koliko mnogo razli£itih mogu¢nosti zapravo
postoji.
Iz gotove skice ne moºemo sa sigurno²¢u re¢i ²to je skicirano prvo. Jesu li dvije
konﬁguracije na Slici 1 razli£ite ili iste?
Slika 1: Dvije mogu¢e konﬁguracije kruga i pravca koji se sijeku u istoj ravnini
Moºda se £ine razli£itima, obzirom da konﬁguracija na desnoj slici ima pravac
koji prolazi kroz centar kruga pa je speciﬁ£nija nego konﬁguracija na lijevoj slici.
Ali u obje konﬁguracije pravac sije£e krug to£no dva puta. Takav pravac zovemo
sekantom. Samo ime £ini pravac sjeka£em. Sekanta ili  linija reza dolazi od
latinske rije£i seco zna£enja  ja sije£em. Pri skiciranju dosta je vaºno kakav je
poredak radnji kojim je neka konstrukcija napravljena te koliki je broj mogu¢ih
sjeci²ta.
Takoer je mogu¢e da pravac ne sije£e krug ili da pravac i krug imaju to£no
jedno sjeci²te. Za²to ne mogu biti tri sjeci²ta? Ili £etiri? Proces skiciranja pravca
moºe nam dati odgovore o nemogu¢nosti tri ili £etiri sjeci²ta. Tri ili vi²e sjeci²ta
zahtijevala bi da se pravac vrati nazad u krug nakon ²to izae iz njega, ali to je
nemogu¢e za napraviti ako ºelimo da pravac ostane ravan.
U skiciranju slu£aja s jednim sjeci²tem, zapo£injemo rad s idejom tangente ili
dodirnog pravca. Tangenta dolazi od latinske rije£i tango zna£enja  ja diram.
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Rad s tangentom usko je povezan s idejom jednog dodirivanja. Slijed skica na Slici
2, koja prikazuje tri razli£ita tipa sjeci²ta, takoer prikazuje vizualni eksperiment u
kojem tangenta s krugom formira granicu meu slu£ajevima u kojima nema sjeci²ta
i onoga u kojem pravac i krug imaju dva sjeci²ta. Moºemo zamisliti ovaj slijed kao
da je u pokretu u kojem se pravac pomi£e u lijevo ili je krug aktivni napada£ koji
se kre¢e u desno i zadire u pravac. Ako promatramo stati£ne skice kao dinami£ne
to uklju£uje uvoenje elementa vremena.
Slika 2: Prou£avanje translacije pravca sjeci²ta
Drugi eksperiment uklju£uje tangentu i koji moºe biti kao na Slici 3, na kojoj
pravac prolazi kroz danu to£ku na obodu kruga i moºe se nagnuti na desnu ili lijevu
stranu polumjera, a sredi²nja skica ponovo prikazuje granicu ili prijelaznu etapu
u kojoj je pravac okomit na polumjer. Ovaj grani£ni slu£aj moºe se shvatiti kao
svojstvo tangente u odnosnu na krug. Prou£avanje ovog slijeda skica moºe nam
pruºiti druga£iji na£in geometrijskog razmi²ljanja.
Skice nam daju odgovor za²to tangenta mora biti okomita na polumjer u zajed-
ni£koj to£ki (i jednako tome za²to polumjer mora biti okomit na tangentu). Ako
polumjer i pravac nisu meusobno okomiti tada ¢e pravac sje¢i krug dva puta. Tako-
er promatranjem ovih skica dinami£ki na²a paºnja je usmjerena na klju£no mjesto
- na to£ku gdje se pravac i krug sijeku (to je to£ka rotacije pravca).
Promatranje pravca teturanja na krajnjoj to£ki polumjera dovodi nas do raz-
mi²ljanja o tangenti u terminima simetrije. Polumjer kruga djeluje kao os simetrije
tangente pa zbog toga oni moraju biti okomiti.
Kao za Sliku 2, rasprava o Slici 3 pruºa na£in u kojem kre¢emo od skice prema
svojstvu. Ovaj pristup obr¢e uobi£ajni poredak prikazan u knjigama koji kre¢e od
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Slika 3: Eksperimentiranje naginjanjem pravca sjeci²ta
svojstava prema ilustrativnim skicama. To nam pomaºe u stvaranju skupa imagi-
narnih slika tako da svojstvo ne bude samo skup rije£i.
Pra¢enjem slijeda skica na Slici 3 moºe nam djelovati dinami£no i to na na£in
da zamislimo da se pravac naginje s desna na lijevo. Slika 4 moºe djelovati jo²
vi²e dinami£no. Kao ²to ¢emo raspraviti u nadolaze¢oj Velikoj ideji 2, i²£itavanje
geometrijskih skica ponekad uklju£uje sposobnost da vidimo dinami£ne promjene.
Promatranjem skica koje djeluju kao da se mijenjaju tijekom vremena puno bolje je
nego da promatramo vi²e razli£itih objekata sve u isto vrijeme.
Slika 4: Prikaz dinami£nosti pravca sjeci²ta
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Primjer 2. Skicirajmo tvrdnju da se dva kruga mogu sje¢i niti jednom, jednom, dva
ili beskona£no mnogo puta.
Rje²avanje ovog primjera zahtijeva upotrebu skica kako bismo istraºili i razmotrili
sve situacije. Moºemo napraviti niz skica kao ²to je prikazano na Slici 5.
Slika 5: Prikaz mogu¢ih sjeci²ta dvaju krugova
Osje¢aj dinami£nosti u ovoj situaciji uklju£uje kretanje kroz vremenu, ali tako-
er i kretanje kroz prostor. Takoer se moºe uo£iti simetri£nost skica dvaju krugova
koji se pribliºavaju jedan drugome i sjedinjuju se u jedan krug. Je li na na²u inter-
pretaciju utjecalo to ²to je jedan skup krugova skiciran horizontalno?
Sli£ni tipovi zadataka mogu se provoditi s bilo kojim geometrijskim zahtijevom.
Cilj skiciranja je razvijanje osje¢anja obostrane zavisnosti i promjenjivosti razli£itih
geometrijskih objekata i njihovih mogu¢ih konﬁguracija. Na taj na£in razvijamo
vizualnu mo¢ i inspiraciju za raspravu.
3.2 Temeljno razumijevanje 1b: Svaka skica pri£a pri£u
Temeljno razumijevanje 1b Skica je izgraeni geometrijski predmet sa svojom
pozadinom - pri£a o uspje²noj konstrukciji i svrsi.
Vrlo £esto skice su ve¢ dane. Koriste se za prikaz geometrijskih konﬁguracija u
terminima u kojima je dani problem postavljen. Kako je neka skica napravljena ili
za²to neka skica nije jednaka drugoj u nekim slu£ajevima nije posve jasno. Popratni
tekst moºe nam dati te informacije u odreenoj mjeri, ali skica sama po sebi ne
moºe.
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Kada razmi²ljamo o skicama moºemo nai¢i na jednostavne kao ²to je primjer
na Slici 6a ili ne²to sloºenije kao ²to je primjer na Slici 6b (koja se moºe shvatiti
kao varijacija na temu Slike 1 uklju£ivanjem kruga i dvaju pravaca). Navoenjem
samo stati£ne skice na Slici 6a ne moºemo biti sigurni je li to deltoid ili je moºda
proizvoljni £etverokut koji nalikuje deltoidu.
Slika 6: Dvije geometrijske skice razli£ite sloºenosti
Kombiniranjem onoga ²to smo pretpostavili, tri jednostavna objekta na odreeni
na£in na Slici 6b predstavljaju konﬁguraciju koja daje polazi²te za teorem o potenciji
to£ke na kruºnicu. Jesu li prvo dva pravca nacrtana, a zatim svaki od njih presje£en
krugom u dvije to£ke? Jesu li zadani to£ka kao sjeci²te dvaju pravaca i krug, a
nakon toga su skicirana dva pravca? To je nemogu¢e re¢i iz skice. Mogu¢e su
razli£ite pozadinske pri£e koje stvaraju razliku. Primjer 3 govori o takvoj pri£i.
Primjer 3. to je mogu¢a pozadina za skicu deltoida na Slici 6a? Moºe li skica imati
druk£iju pozadinu ili vi²e razli£itih pozadinskih pri£a? I moºe li pozadina ovisiti o
alatima koji su kori²teni da se to skicira?
Za²to se brinemo oko pozadine kako je nastala skica? Razlog je jednostavan:
pri£a nam otkriva na£in u kojem su razli£iti dijelovi skice ovisni jedni o drugima.
Pozadina skre¢e pozornost na ono ²to je dano i na svojstva da odreena skica moºe
komunicirati i davati ozna£enje.
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Mogu¢a pozadina Slike 6a je prikazana na Slici 7, koja zapo£inje s proizvoljnim
duºinom, dodavanjem druge duºine i zatim kruºnicama se odredi £etvrti vrh i na
taj na£in se konstruiraju dva skupa susjednih sukladnih strana. etvrta skica u
nizu predstvalja zavr²etak te pozadine - ustaljeno (£vrsto) stanje skice. Pri£a
nam prenosi ideju da konstrukcija deltoida moºe zapo£eti s dvije proizvoljne duºine
povezane u jednom vrhu. To zna£i da je deltoid potpuno odreen sjeci²tem kruºnica
£ija su sredi²ta krajevi duºina koji nisu zajedni£ki. Svaki put kada vidimo deltoid
moºemo si zamisliti ove dvije kruºnice koje se nalaze u njegovoj pozadini.
Slika 7: Prva mogu¢a pozadina za skicu deltoida
Slika 8 prikazuje nam druga£iju pozadinu. Umjesto da po£nemo s dvije pro-
izvoljne duºine, moºemo po£eti s jednom duºinom i susjednom sukladanom duºi-
nom koja je konstruirana pomo¢u kruºnice. Tre¢a skica nam prikazuje simetralu
one duºine £ije krajnje to£ke leºe na kruºnici, a krajevi su sukladnih duºina. Sime-
trala prolazi i zajedni£kim vrhom tih duºina. etvrti vrh se konstruira na simetrali
duºine i spoji se sa svakom sjeci²nom to£kom na kruºnici.
Prva pri£a vodi do odreenog niza promjena od po£etka. Mijenjanjem duljina
duºina ili kuta kojeg te duºine zatvaraju, generira se odreena familija deltoida.
Druga pri£a uklju£uje razmatranje gdje se £etvrti vrh moºe nalaziti i ²to se dogaa
ako se on nalazi unutar trokuta. Druga pri£a vodi do to£no istog zaklju£ka kao i
prethodna. U ovoj pri£i simetrala daje drugi par susjednih sukladnih duºina. Prvi
kut je proizvoljan, ali kasnije nije kada se u konstrukciji napravi drugi izbor - izbor
to£ke na simetrali. Ovaj izbor nije u potpunosti proizvoljan zato ²to £etvrti vrh
mora leºati na simetrali.
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Slika 8: Druga mogu¢a pozadina za skicu deltoida
Obje ove pri£e uklju£uju kori²tenje ravnala i ²etara kao alata (ili u dinami£nom
geometrijskom okruºenju pravaca i kruºnica kao alata). Ali tre¢a pri£a je prikazana
na Slici 9 i razlikuje se od prethodne dvije u tome ²to se u £etvrtom koraku koristi
preslikavanje kao alat da se dovr²i konstrukcija.
Slika 9: Tre¢a mogu¢a pozadina za skicu deltoida
Dvije po£etne duºine simetri£no su preslikane obzirom na duºinu koja je konstru-
irana u tre¢em koraku, a spaja krajeve dviju po£etnih duºina. Ponovo, kao zaklju£ak
dobivamo deltoid. Meutim u ovome slu£aju pravac ima druga£iju ulogu od pret-
hodne gdje je kori²tena simetrala. Ovdje je on prije svega ogledalo. Ova pri£a nam
skre¢e pozornost mnogo vi²e na simetri£nost deltoida, nego na £injenicu da dvije
susjedne duºine imaju iste duljinu.
Vizualne pozadine koje smo razmatrali takoer imaju i svoje povezane usmene
15
pozadine. Primjer 4 traºi da razmotrimo pri£u koja je ispri£ana razli£itm repre-
zentacijama. Upotrebom pregleda skripti u GeoGebri mogu¢e je vidjeti opisani niz
koraka za bilo koju skicu u GeoGebri. Primjer 4 prikazuje deltoid koji ovisi o izboru
triju to£aka.
Primjer 4. Koju pri£u za deltoid nam govori sljede¢a skripta ili opisna povijest
koraka na Slici 10 ?
Slika 10: Skripta ili opisna povijest koraka
Ako bismo rje²avali ovaj zadatak vjerojatno bismo skicirali sve objekte opisane
ovim koracima i dobili bismo deltoid. Na taj na£in bismo i²li od usmenog prema
vizualnom. Ovaj postupak nagla²ava razliku izmeu dvaju tipova pozadina. U
skicama deltoid ima odreenu lokaciju, veli£inu i orijentaciju, ali u skripti nema.
Nedostatak skica je taj ²to nemaju oznake, a oznake su osnova u skriptama. Skica
nam daje jedan deltoid dok skipta moºe proizvesti bilo koji deltoid. Skice skrivaju
svoju pozadinu, dok nam skripte svoju pozadinu govore. Evidentno je da svaki od
postupaka ima razli£ite prednosti i nedostatke i uspje²an rad se moºe napraviti ako
koristimo oba postupka.
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3.3 Temeljno razumijevanje 1c: Izazov i²£itavanja skica
Temeljno razumijevanje 1c Skica nije slika. Ona se mora interpretirati: nau£iti
kako i²£itavati skice moºe biti kao da u£ite novi jezik.
U raspravi o Temeljnom razumijevanju 1b vidjeli smo nekoliko skica deltoida.
Svaka skica se moºe i²£itati na poseban na£in, a ne kao prikazivanje ideja za deltoid.
Kako bismo prikazali razliku izmeu crteºa i slike promotrimo Sliku 11a. Taj lik
netko moºe nazvati rombom. Ukoliko ga nazovemo kvadratom to onda podra-
zumijeva usporeivanje tog lika sa svojstvima kvadrata koji ima £etiri prava kuta i
£etiri jednake strane (drugim rije£ima kvadrat je pravilni £etverokut).
Slika 11: Interpretiranje skica
Lak²e bismo nazvali skicu na Slici 11a kvadratom ako pogledamo skicu na Slici
11b na kojoj klju£ne oznake nagla²avaju svojstva kvadrata. Ta skica se moºe pro-
matrati kao op¢eniti kvadrat. Ponekad su prostoru£no nacrtane skice ve¢ dane.
Takve skice se ne koriste da bi vizualno predstavljale ne²to ºeljeno, ve¢ da opisno,
uklju£uju¢i simboli£ne oznake, istaknu traºena svojstva. Primjer 5 predstavlja dru-
ga£iji tip zadatka. On uklju£uje nekoliko geometrijskih oblika i predstavlja malo
ve¢i matemati£ki izazov.
Primjer 5. Neka je dan pravokutan trokut BAC s pravim kutom pri vrhu A, te neka
je P to£ka na duºini BC i I to£ka na duºini AB takva da je duºina PI okomita
na duºinu AB, i J to£ka na duºini AC takva da je duºina JP okomita na duºinu
AC. Gdje bi se trebala nalaziti to£ka P na duºini BC tako da je duljina duºine IJ
najmanja?
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Slika 12
Ovaj zadatak bi se poprili£no te²ko shvatio da nema danog prikaza. Prvo, mo-
ºemo promatrati skicu kao cjelinu i promatrati globalno sve elemente i odnose u
zadatku. Ali obzirom da se u zadataku traºi odnos izmeu IJ i P moºemo pristu-
piti skici vi²e operativno i bazirati se na njenom jednom dijelu - u ovome slu£aju na
pravokutniku PIAJ .
Moºemo iz cjeline izvu¢i lika PIAJ . Da bismo rije²ili zadatak moºemo proma-
trati skicu i uvijete zadatka. Prvo utvrdimo da je PIAJ stvarno pravokutnik i da
zadatak traºi ne²to vezano za dijagonalu IJ , a ne da su IJ i AP jednake duljine.
Ovo nam moºe dati drugu skicu koja skre¢e na²u paºnju s pravokutnika PIAJ na
pripadaju¢e trokute APB i APC. Sada je pitanje kako minimizirati duljinu AP i
to nas moºe dovesti do deﬁnicije najkra¢e udaljenosti izmeu to£ke A i duºine BC.
Sljede¢e, u obzir moºemo uzeti ideju da se to£ka P kre¢e duº duºine BC sve dok
AP ne poprimi najkra¢u udaljenost kao ²to je prikazano na Slici 13.
Vidimo da je odnos izmeu skice i uvjeta zadatka zavisan i ponekad zahtijeva
stvaranje novih skica. Ako ostanemo na perceptivnom nivou skica dana u samom
zadatku moºe se £initi posve razli£itom i nepovezanom sa skicom na Slici 13 i pomo¢u
nje te²ko bismo do²li do rje²enja problema. Moºemo zaboraviti na I i J i posvetiti
se novom objektu, AP , koji nije uklju£en u uvijete problema. Preciznim crtanjem
duºine AP moºemo ju dovesti u postojanje i po£eti ju tretirati kao objekt koji
je istovjetan rje²enju. I²£itavanje skice u Primjeru 5 uklju£uje ne samo vizualno
shva¢anje skiciranja ve¢ i de²ifriranje oznaka (posebno oznaka za prave kutove pri
vrhovima A, I i J). Moºda je jo² vaºnije to ²to uklju£uje zapaºanje da P ima
mogu¢nost da se nalazi bilo gdje duº BC.
Kada radimo s geometrijskim skicama ponekad ih moramo promatrati na razli£ite
na£ine - na primjer crtanje posebnih situacija, ali ponekad i razmatranje generali-
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Slika 13: Mogu¢e rje²enje Primjera 5
ziranih situacija. Upotrebom matemati£kih geometrijskih alata moºemo si olak²ati
i²£itavanje skica umjesto da promatramo stati£ne skice na listu papira.
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4 Velika ideja 2
Velika ideja 2 Geometrija predstavlja baratanje s promjenjivo²¢u i nepromjenji-
vo²¢u, unato£ tome ²to se £ini da u njoj prevladavaju brojni teoremi.
Ideja nepromjenjivosti ili invarijantnosti navodi da se ne²to ne mijenja (ili se
mijenja na predvieni i ograni£eni na£in) u usporedbi s pozadinom ne£eg drugoga
²to se deﬁnitivno mijenja. Nepromjenjivost je sredi²nja ideja u matematici pa tako je
jednako vaºna i za geometriju i za pou£avanje geometrije. Ako nastavnik u£enicima
pokaºe geometrijski lik kao ²to je ovaj na Slici 14 i pita ih da ga imenuju, u£enici
¢e re¢i da je to romb. Ukoliko im nastavnik kaºe da to moºe takoer biti kvadrat
u£enici ¢e odgovoriti da to ne moºe biti kvadrat jer je nagnut na jednu stranu.
U£enici su navikli da kvadrat ima jednu stranicu parelelnu s bazom papira ili ekrana.
Ovaj primjer kao i brojni drugi ukazuju nam da u£enici imaju ograni£en osje¢aj za
promjene vezane za geometrijske likove i konstrukcije.
Slika 14: Kvadrat ili romb?
Razumijevanje pojma kvadrata uklju£uje i osje¢aj za mogu¢e promjene ili pros-
torne promjene. Nedostatak prostorne promjene povezan je s orijentacijom skice i
rubovima papira. Rije£ kvadrat u geometriji uklju£uje sve mogu¢e promjene koje
kvadrat moºe poprimiti, a da zadrºi sva svoja svojstva. Svojstva koja kvadrat posje-
duje kao ²to su svi sukladni kutovi i sve sukladne stranice su nepromjenjivi u skupu
svih kvadrata, pa je u tome smislu i kvadrat nepromjenjiv lik.
Dinami£ni geometrijski programi su snaºan alat za skretanje pozornosti na nepro-
mjenjivost kada ne²to mijenjamo. Povla£enjem vrhova kvadrata po ekranu moºemo
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napraviti veliki raspon razli£itih kvadrata. Mijenjanjem duljina stranica, pozicije i
orijentacije kvadrata stvaramo slikovitu i trajnu predodºbu kvadrata koju ne bismo
mogli napraviti na nekakvom stati£nom primjeru (listu papira ili plo£i).
S geometrijskog gledi²ta ve¢ina teorema su rezultat prou£avanja dopu²tenih pro-
mjena koje ne mijenjaju odnose ili svojstva. Teoremi odreuju speciﬁ£ne nepro-
mjenjivosti, ali takoer navode i okolnosti pod kojima te nepromjenjivosti ostaju
nepromjenjene. Na primjer mijenjanjem oblika trokuta njegova suma unutarnjih
kutova ¢e ostati ne promjenjena. U ovome primjeru sredi²nja i vaºna ideja koja
je sadrºana i u samome teoremu je nepromjenjivost sume kutova. Zbroj kutova u
trokutu iznosi 180◦ i ta vrijednost je nepromjenjiva.
Za drugi primjer moºemo uzeti kutove uz transverzalu paralelnih pravaca. Bez
obzira kako poloºimo transverzalu na paralelne pravce odnos izmeu povezanih pa-
rova kutova ostaje nepromijenjen (Slika 15a). Na Slici 15b prikazana je nepromje-
njivost odnosa izmeu dvaju ozna£enih kutova kojima je suma uvijek 180◦ .
Slika 15: Kutovi s nepromjenjenim odnosima
U ²kolskoj geometriji postoji skup teorema vezanih za transverzalu dvaju para-
lelnih pravaca koji kaºu da su parovi kutova sumplementarni (Slika 16a). Teorem
o sumi kutova u trokutu je nepromjenjivo svojstvo za sve trokute. Ako rotiramo
pravac j oko vrha B obrnuto od smijera kazaljke na satu bez da se j i k podudare
dobivamo to£ku C kao sjeci²te pravaca j i l. Time je odreen trokut ABC. Bez
obzira za koliko malo rotirali pravac suma kutova u trokutu ostaje nepromijenjena.
Moºemo primjetiti da su dvije nespojive konﬁguracije (trokut i transverzala
dvaju paralelnih pravaca) i dva teorema (teorem o sumi kutova u trokutu i teorem
o transverzali dvaju pararelnih pravaca) usko povezani.
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Slika 16: Od transverzale do trokuta rotiranjem pravca j oko B
4.1 Temeljno razumijevanje 2a: Od kuda potje£u geometrij-
ski teoremi
Temeljno razumijevanje 2a U pozadini bilo kojeg geometrijskog dokaza je ne-
promjenjivost - ne²to ²to se ne mijenja dok se ne²to drugo mijenja.
Bez ograni£enja ne bismo imali teoreme. Ograni£enja dopu²taju niz promjena
iz kojih dobivamo odreena svojstva i odnose. Uo£ili smo da suma kutova u tro-
kutu ostaje ne promijenjena iako sam trokut mijenja svoj oblik i veli£inu. Pitagorin
teorem je drugi primjer za nepromjenjivost, a vrijedi za ²irok spektar pravokutnih
trokuta. Nepromjenjivost se pojavljuje u svim dijelovima matematike, ali u geome-
triji raspon promjena uklju£uje kontinuitet. Najvaºniji zadatak u geometrijskom
radu je identiﬁciranje nepromjenjivosti i identiﬁciranje stvari koje se mijenjaju dok
ne²to drugo ostaje isto.
4.2 Temeljno razumijevanje 2b: Povratak na isto
Temeljno razumijevanje 2b Nepromjenjivosti su rijetke i mogu se uo£iti samo
kada proizlaze iz puno ve¢e promjenjivosti.
Raspravu o Temeljnom razumijevanju 2b zapo£et ¢emo s Primjerom 6.
Primjer 6. Skicirajmo jedan trokut. Promatraju¢i unutra²njost trokuta ²to sve mo-
ºemo promijeniti da ostalo ostane nepromijenjeno?
Ovakav zadatak se rijetko pojavljuje u ²koli. Ve¢ina zadataka su tipa da se odrede
veli£ine kutova u trokutu. Ovaj zadatak ¢e nam pokazati da su nepromjenjivosti
rijetke u geometriji. Osim nepromjenjenosti sume kutova u trokutu ²to jo² moºe biti
nepromjenjivo u trokutu?
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Ako imamo tupokutan trokut tada je stranica nasuprot tupog kuta uvijek ve¢a
od svake druge stranice. Ali takoer u tupokutnom trokutu je duljina stranice
nasuprot tupog kuta manja od zbroja preostalih stranica. Ovo svojstvo vrijedi za
bilo koji trokut (nejednakost trokuta).
Pitagorin teorem moºemo promatrati na isti na£in. Obzirom da je zbroj duljina
dviju stranica trokuta uvijek ve¢i od duljine tre¢e stranice, promatranjem pravokut-
nog trokuta i konstruiranih kvadrata nad njegovim stranicama moºemo primjetiti
da je ta prednost nestala, odnosno suma kvadrata duljina dviju stranice upravo
odgovara kvadratu duljine hipotenuze.
Ako usmjerimo paºnju na kvadrate, ²to moºemo re¢i o odnosu kvadrata nad
stanicama u nepravokutnom trokutu? Vizualnim eksperimentom na ²iljastokutnom
trokutu moºemo se uvjeriti da je kvadrat duljine stranice nasuprot najve¢eg kuta
uvijek manji od sume kvadrata duljina preostalih stranica. Isto tako u tupokutnom
trokutu je kvadrat duljine stranice nasuprot tupog kuta uvijek ve¢i od zbroja kva-
data duljina preostalih stranica. Ovo je jedna verzija kosinusovog pou£ka. Moºemo
li biti malo precizniji u vezi te razlike?
Slika 17 prikazuje dva razli£ita na£ina konstruiranja sedmerokuta iz ²iljastokut-
nog trokuta ABC. Na Slici 17a prvo je konstruiran kvadrat nad AC, a zatim nad
dvije stranice toga kvadrata su konstruirana dva sukladna trokuta trokutu ABC. Na
taj na£in smo dobili dva paralelograma. Na Slici 17b prvo su konstruirani kvadrati
nad BC i AB, a zatim smo dobili parelologram koji je sastavljen od dva sukladna
trokuta trokutu ABC, kao ²to je prikazano.
Slika 17: Dva na£ina ra²£lanjivanja istog sedmerokuta
Tvrdimo da su dva sedmerokuta identi£na. Vidimo da svaki od njih ima tri
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sukladna trokuta. Sedmerokut na lijevoj skici ima kvadrat nad stranicom AC i dva
parelograma, dok sedmerokut na desnoj skici ima kadrate nad AB i BC. Dva bijela
paralelograma na lijevoj skici imaju jednake povr²ine:
|BC| · |AC| · cos(^ACB)
Primijetimo da ako je po£etni trokut ABC pravokutan tada paralelogrami nes-
taju (Slika 18), a sedmerokut postaje peterokut i na taj na£in smo dokazali tvrdnju.
Slika 18: Dva na£ina ra²£lanjivanja istog peterokuta
4.3 Temeljno razumijevanje 2c: Od kuda potje£u pretpos-
tavke
Temeljno razumijevanje 2c Ispitivanje mogu¢ih promjenjivosti neke nepromje-
njive situacije moºe dovesti do novih pretpostavki i teorema.
U Temeljnom razumijevanju 2c opisat ¢emo direktno mijenjanje ograni£enja na
geometrijske situacije i konﬁguracije. Za Primjer 6 mogli smo se pitati ²to ako trokut
nije pravokutan? Takoer smo se mogli pitati ²to ako nisu konstruirani kvadrati nad
stranicama ve¢ krugovi, pravilni poligoni ili pravokutnici?
Sva ta ²to ako? pitanja moºemo dobiti promatranjem iskaza Pitagorinog te-
orema i razmatranjem na koji na£in se ona mogu mijenjati. itanjem teorema na
glas nekoliko puta svaki puta moºemo istaknuti drugu rije£ i na taj na£in moºemo
razmi²ljati o njoj na koji na£in se ona moºe promijeniti tako da dobijemo novo
razmatranje. Uo£imo vaºne rije£i u Primjeru 7.
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Primjer 7. Polovi²ta stranica trokuta kreiraju trokut sli£an po£etnom trokutu, a
povr²ina mu je jednaka jednoj £etvrtini povr²ine po£etnog trokuta.
Slika 19: Trokut sli£an po£etnom trokutu
U ovome slu£aju iskaz nepromjenjivosti ovisi o dvije rije£i trokut i polovi²te. to
ako ne koristimo polovi²ta stranica? Koja je druga alternativa? Ovo je etapa u kojoj
radimo na kreiranju promjena - mijenjamo ideju polovi²ta. Jedna opcija moºe biti
da koristimo 1
3
ili 1
4
.
Slika 20: Slu£aj s 1
3
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Skica 20 prikazuje primjer kada koristimo 1
3
. U ovome slu£aju unutra²nji tro-
kut nije vi²e sli£an po£etnom, ali njegova povr²ina je jednaka 1
3
povr²ine po£etnog
trokuta. U slu£aju 1
4
omjer povr²ina nije 1
4
kao ²to bi se nadali ve¢ je odprilike 1
2
.
Nepromjenjivost je izgubljena, ali pojavile su se nove pretpostavke: ako koristimo
1
n
za kreiranje unutra²njeg trokuta omjer povr²ina trokuta takoer raste. Pove¢a-
njem n unutra²nji trokut ¢e se podudariti s po£etnim i zbog toga omjer povr²ina
trokuta teºi prema 1
1
.
Druga mogu¢a promjena uklju£uje promjenu rije£i trokut. to ako umjesto tro-
kuta imamo £etverokut? Moºemo li dobiti sredi²nji £etverokut spajanjem odgovara-
ju¢ih to£aka? Kao u slu£aju promjene polovi²ta, slu£aj promjene trokuta vodi nas
ne samo do £etverokuta nego do bilo kojeg mnogokuta.
Srednjo²kolska geometrija teºi nagla²avanju nepromjenjivosti koje su povezane
s duljinom, povr²inom i kutom. Meutim simetri£nost je takoer svojstvo koje se
moºe mijenjati ili ispitivati zbog mogu¢e nepromjenjivosti. Na primjer, jednakokra-
£an trokut se moºe promatrati kao nepromjenjiv jer uvijek ima dvije stranice jednake
duljine (ili dva kuta jednake veli£ine). S gledi²ta simetri£nosti jednakokra£an trokut
ima pravac simetrije kao nepromjenjivo svojstvo.
4.4 Temeljno razumijevanje 2d: Kretanjem ostaje nepromi-
jenjeno
Temeljno razumijevanje 2d Geometrija je dinami£no prou£avanje £ak iako se
ponekad £ini da je stati£no.
Temeljno razumijevanje 2d isti£e da je pro£avanje geometrije dinami£no iako
nam se £ini kao da je stati£no. Ova tvrdnja nas moºe iznenaditi, ali to je sve zbog
stati£nih alata koje koristimo za stvaranje geometrijskih objekata i izvora iz kojih
u£imo o geometriji. Kao ²to smo naglasili u Temeljnom razumijevanju 1b proces
stvaranja skica je dinami£an. Takoer smo pokazali u Temeljnom razumijevanju 1a
da na£ini razmi²ljanja o skicama takoer mogu biti dinami£ni.
U ve¢ini stvari o kojima smo govorili dinami£nost je ponekad izgubljena. Mo-
ºemo re¢i da je kvadrat pravokutnik, a zapravo mislimo da je kvadrat posebna
vrsta pravokutnika. Kada radimo u dinami£nom geometrijskom okruºenju moºemo
re¢i da se iz svakog pravokutnika moºe dobiti kvadrat. Rasprava o Velikoj ideji 2
bazirana je na prikazivanju na£ina na koje su geometrijski teoremi prikazani u obliku
promjenjivosti i nepromjenjivosti. Raspravljali smo i o tome da razmi²ljanje o te-
oremima u terminima promjenjivosti i nepromjenjivosti pove¢ava na²u sposobnost
njihovog boljeg razumijevanja.
Ve¢ina promjenjivosti i nepromjenjivosti koje se pojavljuju u ²kolskoj geometriji
uklju£uje nekakve vrste kontinuiranih preslikavanja. Polaze¢i od osnovne razine mo-
ºemo razmi²ljati o deﬁnicijama kao tvrdnjama o promjenjivosti i nepromjenjivosti.
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Pri konstruiranju nekakvog geometrijskog lika izvodimo odreeni niz geometrij-
skih koraka upotrebom ravnala i ²estara kako bismo zadovoljili svojstva toga ge-
ometrijskog lika. Na primjer paralelogram ima nasuprotne stranice paralelne. U
dinami£nom geometrijskom okruºenju kao ²to je GeoGebra za pra¢enje konstrukcije
osim ²estara i ravnala moºemo upotrijebiti i test povla£enjem. Cilj testa povla£e-
njem je utvrivanje valjanosti konstrukcije to jest ho¢e li se povla£enjem razli£itih
elemenata konstrukcije konstrukcija raspasti ukoliko neki element konstrukcije pro-
mijenimo (duljinu stranice, veli£inu kuta. . . ). To nam takoer daje spektar promjena
koje konstrukcija moºe poprimiti.
U slu£aju paralelograma (Slika 21) skica dobivena povla£enjem originalnog pa-
ralelograma prikazuje svojstva koja ostaju nepromjenjena - nasuprotne stranice pa-
ralelne, nasuprotni kutovi jednaki, nasuprotne stranice jednake, dok s druge strane
duljina stranica i veli£ina kutova se moºe mijenjati.
Slika 21: Paralelogram podvrgnut testu povla£enja
Prednost dinami£nih deﬁnicija leºi ne samo u jednostavnosti uo£avanja spektra
speciﬁ£nih primjera za dani geometrijski lik ve¢ i u pomaganju oko procesa konstru-
iranja. Na primjer kada promatramo dijagonale paralelograma moºemo primijetiti
prilikom skiciranja da se one uvijek sijeku. Iz svojstava paralelograma te²ko ¢emo to
uo£iti. Ali kada povla£imo paralelogram s ozna£enim njegovim dijagonala moºemo
uo£iti nepromjenjivost tog odnosa. Test povla£enjem sluºi kao pove¢alo da se skrene
pozornost na nepromjenjivost koju svi mogu uo£iti.
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5 Velika ideja 3
Velika ideja 3 Rad sa i na deﬁnicijama je u sredi²tu geometrije.
Zanimljivo izvje²¢e izmeu u£itelja geometrije i u£enika o geometrijskim deﬁnici-
jama potje£e s kraja 18. stolje¢a. U£itelj je bio Gaspard Monge, poznati geometar,
a u£enik Joseph Fourier. Fourier je kritizirao deﬁniciju duºine koja se nalazila u
udºbenicima (Arhimedova klasi£na deﬁnicija) da je duºina najkra¢i put izmeu bilo
koje dvije to£ke koje leºe na tome putu.
Fourier je predloºio drugu deﬁniciju baziranu na ideji mjesta uz ograni£enje po-
sebne duljine: duºina se sastoji od onih to£aka koje su jednako udaljene od triju
£vrstih to£aka u prostoru. Fourier je povezao tu deﬁniciju s deﬁnicijom ravnine kao
skupom to£aka koje su jednako udaljene od dviju £vrstih to£aka i deﬁnicijom sfere
(ili kru£nice) kao skupom to£aka koje su jednako udaljene od jedne £vrste to£ke.
5.1 Temeljno razumijevanje 3a: Deﬁnicije su alat za geome-
trijsko istraºivanje
Temeljno razumijevanje 3a Geometrijski objekti mogu imati razli£ite deﬁnicije.
Neke su bolje od drugih i njihova ispravnost ovisi kako o kontekstu tako i o
veli£inama (vrijednosti).
Da bismo vidjeli kako geometrijske deﬁnicije mogu biti promjenjive i kako mogu
utjecati na na£in razmi²ljanja o danim objektima razmotrit ¢emo jedan poseban
slu£aj.
Izbor pitanja za po£etno istraºivanje moºe biti iznenauju¢i:
Koliko kutova ima trokut?
Raspravu ¢emo zapo£eti od samog imena lika. Samo ime trokut govori nam da
lik mora imati tri kuta, ina£e bi to bio uºasan izbor imena i netko bi ga ve¢ do sada
promijenio. U 16. stolje¢u Robert Record ºelio je da matemati£ka terminologija
umjesto gr£ko-rimske ima anglo-saksonske korjene. Record je koristio naziv trokut i
usprotivio se drugom nazivu za trokut - tristranice (threeside). Kao prvi argument
koristio se pitanjem:Koliko kutova ima tristranice?. To pitanje moºe predstavljati
izazov. Drugi argument uklju£ivao je ozna£avanje i brojanje na geometrijskoj skici
trokuta:Svi trokuti izgledaju ovako, pa on ima tri kuta. . . . Ozna£avanje vrhova
moºda je bazirano na sljede¢em:Obzirom da u bilo kojem n-terokutu ima jednako
vrhova kao ²to ima stranica i kutova, vrhovi trokuta se uvijek mogu ozna£avati s
A,B,C i postoje tri na£ina ozna£avanja kutova: ∠ABC, ∠BCA i ∠CAB.
Protuargument moºe biti sljede¢i:to je s kutovima ∠CBA, ∠ACB i ∠BAC?.
Kut ∠CBA zvu£i druk£ije nego kut ∠ABC, ali ta dva kuta su sukladna. Ali ako
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razmi²ljamo o orijenataciji kuta tada oni nisu jednaki. Kut ∠ABC i kut ∠CBA
su suprotne orijentacije. Pa prema tome u trokutu postoji ²est kutova, a ne tri.
Nadalje, moºemo razmi²ljati da ∠ABC ozna£ava dva razli£ita kuta - unutra²nji i
vanjski kut trokuta. Stoga svaki trokut ima ²est ili dvanaest kutova.
Kada se u matematici pojavi problem oko prebrojavanja vaºno je znati ²to se
broji kao jedno od svih stvari koje se broje kako bi se sve stavke pravilno prebrojale.
Kako bismo u na²em slu£aju znali ²to trebamo brojati trebat ¢emo deﬁniciju kuta.
Pozivaju¢i se na deﬁniciju kuta moºemo odrediti da li se dva jednaka kuta i da li se
vanjski kutovi broje ili ne broje kao kutovi u trokutu.
Klju£ni dinami£ni pojam kuta je orijentacija. Ukoliko u GeoGebri izaberemo
neku duºinu i njezinu jednu krajnju to£ku kao centar rotacije, drugu to£ku moºemo
rotirati za odreeni kut u smjeru kazaljke na satu ili u smjeru obrnuto od kazaljke na
satu. Ako su u GeoGebri dane dvije duºine koje se sijeku kut meu njima moºe se
ozna£iti lukom i srelicom u smjeru orjentacije kuta. Na taj na£in nagla²avamo samu
orijentaciju kuta (u smjeru kazaljke na satu ili obrnuto od smjera kazaljke na satu).
Strelica je ostatak puta kretanja i alata koji se koristio u pozadini za stvaranje kuta.
Iscrtavanje kuta skre¢e nam pozornost na £injenicu da je kut podru£je prebrisano
kretnjom jedne duºine prema drugoj. To nam daje opis za mogu¢u drugu deﬁniciju
kuta da je kut dio ravnine omeen s dva pravca koji se sijeku.
Slika 22: Orjentirani kutovi i njihove mjere
Kako bismo izmjerili kut u Geogebri moºemo ozna£iti tri to£ke u odreenom
poretku koji formira kut ili odaberemo dvije duºine ili polupravca koji formiraju
taj kut. Zbog toga su u Geogebri te dvije deﬁnicije kuta eﬁkasne. Prva deﬁnicija
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deﬁnira kut u terminima triju to£aka u danom poretku, a druga deﬁnicija deﬁnira
kut u terminima dviju duºina ili polupravaca s zajedni£kom po£etnom to£kom.
Pogledajmo privremenu deﬁniciju kuta: kut je klasa ekvivalencije koja se sastoji
od svih parova duºina ili polupravaca s zajedni£kom po£etnom to£kom koje se mogu
preslikati jedno u drugo kompozicijom izometrijskih preslikavanja. U tome slu£aju
dva para duºina ili polupravaca s zajedni£kom po£etnom to£kom su jednaka ako
se zajedni£ke po£etne to£ke preklapaju, a niz izometrijskih preslikavanja oba para
duºina ili polupravaca dovede do preklapanja. To zna£i da duºine ili polupravci koji
odreuju krakove kuta mogu biti razli£ite duljine, ali takoer mogu biti i razli£ite
orjentacije. Kako bismo odredili jesu li neka dva kuta jednaka translatirali bismo
vrh jednog kuta do vrha drugog kuta i rotacijom bismo provjerili preklapaju li se
oba kraka jednog i drugog kuta. Ukoliko se kraci preklapaju tada su ta dva kuta
jednaka.
Meutim, zbog svoje sloºenosti prethodna deﬁnicija nije ba² upotrebljiva u ²koli
ili u udºbenicima. ak i s ovom deﬁnicijom svaki trokut ¢e i dalje imati ²est ili
dvanaest kutova. Deﬁnicija ne rje²ava pitanje orijentacije kuta niti znamo koji od
dva kuta se treba formirati iz dva segmenta ili polupravca s zajedni£kom to£kom.
Zaklju£ak je da trebamo konkretnije razmi²ljati o unutra²njim kutovima trokuta.
5.2 Temeljno razumijevanje 3b: Dva zna£enja deﬁniranja
Temeljno razumijevanje 3b Deﬁnicije u geometriji dolaze u dva razli£ita tipa:
deﬁnicija postanka (kako moºemo konstruirati objekt) i deﬁnicija entiteta (kako
moºemo okarakterizirati objekt u teminima odreenih zna£ajki).
Povjesni£ar matematike George Molland (1976.) naveo je razliku izmeu deﬁni-
cije postanka i deﬁnicije entiteta. Deﬁnicija postanka govori nam ²to je sve potrebno
napraviti da se stvori novi objekt, dok deﬁnicija entiteta navodi svojstva koja u
potpunosti karakteriziraju taj objekt. Obje deﬁnicije kutova koje smo naveli u
Temeljnom razumijevanju 3a su deﬁnicije entiteta obzirom da odreuju kut u ter-
minima objekata (to£ke) ili odnosa svojstava (zajedni£ka to£ka povezuje dva pravca)
koje kut treba zadovoljavati da bi se zvao kutom.
Usporedit ¢emo Heronovu i Euklidovu deﬁniciju kruga. Heronova deﬁnicija sa-
vr²eno opisuje radnju ²estara:
Krug je lik koji nastaje kada se pravac, koji ostaje u istoj ravnini, pomi£e
oko nekog ekstremiteta kao ²to je ﬁksna to£ka sve dok se ne vrati u
po£etni poloºaj.
Heronova deﬁnicija se razlikuje od Euklidove deﬁnicije kome je ²estar postao
mentalno orue:
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Krug je lik u ravnini koji je obuhva¢en jednom crtom takvom da su sve
duºine koje padaju na nju iz jedne to£ke od onih koje leºe unutar lika
meusobno jednake.
Heronova deﬁnicija je deﬁnicija postanka jer uklju£uje aktivne glagole koji opi-
suju ²to treba raditi. Euklidova deﬁnicija je deﬁnicija entiteta jer opisuje temeljno
svojstvo jednake udaljenosti od danog sredi²ta.
Puno toga se moºe nau£iti o geometrijskim likovima usporeivanjem dviju vrsta
deﬁnicija danog lika ili prou£avanjem iz deﬁnicije entiteta ²to bi mogla biti pozadin-
ska deﬁnicija postanka. Jedan od na£ina dolaska do deﬁnicije postanka je i skiciranje.
5.3 Temeljno razumijevanje 3c: vrsta veza rije£i i slike
Temeljno razumijevanje 3c Izgradnja deﬁnicija zahtijeva kretanje naprijed i na-
zad izmeu verbalnog i vizualnog.
Postoji mnogo na£ina kako deﬁnirati £etverokut. U nastavku ¢emo navesti ideju
kako se moºe do¢i do deﬁnicije £etverokuta.
Deﬁnicija 1 etverokut je mnogokut s £etiri stranice.
Kritika 1 to je mnogokut? Uklju£uje li to i tijela iz prostora?
Deﬁnicija 2 (Dajemo odgovor na drugo pitanje iz Kritike 1) etverokut je mno-
gokut s £etiri stranice koje leºe u istoj ravnini.
Kritika 2 I dalje ne znamo ²to je to mnogokut.
Pozadinska deﬁnicija Mnogokut je ravninski lik koji se sastoji od tri ili vi²e du-
ºina koje se spajaju u krajnjim to£kama.
Kritika 3 to ako se duºine meusobno sijeku?
Deﬁnicija 3 etverokut je mnogokut s £etiri stranice koje leºe u istoj ravnini i koje
se meusobno ne sijeku osim u vrhovima.
Kritika 4 to ako su stranice kolinearne?
Deﬁnicija 4 etverokut je mnogokut s £etiri stranice koje leºe u istoj ravnini i koje
se meusobno ne sijeku osim u vrhovima i niti jedna stranica nije kolinearna
s drugom stranicom.
Primijetimo da nam po£etna deﬁnicija nije ukazivala na primjere koji uklju£uju
meusobno kriºanje i kolinearnost. Meutim po£etna deﬁnicija nam je savr²eno de-
ﬁnirala skup primjera kao ²to su kvadrati, pravokutnici i paralelogrami. Kritika 3
nam je skrenula paºnju na vizualnu interpretaciju deﬁnicije koja dopu²ta svojstva
koja nisu po£etno namijenjena. Deﬁnicija je odbijena i dodana su dodatna ograni-
£enja kako bi se dobila deﬁnicija 3. Sli£no se dogodilo i u prijelazu s deﬁnicije 3 na
deﬁniciju 4.
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6 Velika ideja 4
Velika ideja 4 Pisani dokaz je zavr²na to£ka procesa dokazivanja.
Pisanje dokaza nekog geometrijskog rezultata je zavr²na to£ka matemati£kog
prou£avanja. To je aktivnost koju trebamo napraviti. S pisanjem dokaza kre¢emo
nakon ²to se neka nepromjenjivost uo£i, pretpostavi i promatra u kontekstu promjena
i nakon ²to je pripadna skica konstruirana i shva¢ena, i nakon ²to su bitne deﬁnicije
ispitane. To su sve komponente procesa dokazivanja. Takoer su povezane i s
prethodne tri velike ideje i zajedno formiraju formalni deduktivni dokaz.
Razli£iti dokazi pruºaju ravnoteºu izmenu prikazivanja da ne²to uvijek mora
biti tako i prikazivanja za²to je ne²to nuºno tako. To se odnosi na isticanje nekih
£injenica koje neki dokazi pruºaju bolje od drugih.
6.1 Temeljno razumijevanje 4a: vrsta veza rije£i i slike
Temeljno razumijevanje 4a Empirijska potvrda je vaºan dio procesa dokaziva-
nja, ali nikad ne smije samostalno sa£injavati dokaz.
Pretpostavka je tvrdnja koja jo² nije dokazana ili opovrgnuta. U ²kolskoj ge-
ometriji se pojavljuju pretpostavke. Naºalost u£enici nisu u potpunosti uklju£eni
u proces dokazivanja u kojem stvaranje pretpostavki moºe biti motiviraju¢i i naj-
kreativniji dio. Kao posljedica toga u£enici doºivljavaju aktivnost dokazivanja bez
znatiºelje i postavljanja pitanja. Aktivnost stvaranja dokaza uklju£uje prikupljanje
i sistematiziranje iskustava, shva¢anja, rasuivanja, konstruiranja i argumentiranja
koje se stje£e prou£avanjem speciﬁ£ne situacije.
Kada ºelimo ne²to dokazati moramo imati pretpostavku i testiramo ju svim na-
²im sposobnostima koje uklju£uju i prou£avanje speciﬁ£nih slu£ajeva. Takav pristup
se naziva induktivan pristup. Postoje argumenti bazirani na vrlo ograni£enim do-
kazima. Ovakav tip argumenata moºemo £uti kada u£enici kaºu: To vrijedi za
nekoliko razli£itih trokuta, pa vrijedi za sve. Takav na£in koji uklju£uje tvrdnju
dokazivanja baziranu na blagim dokazima nazivamo naivni empirizam.
Vjeºbanjem dokazivanja razvijamo proﬁnjenost koja moºe dovesti do presudnog
eksperimenta - on uklju£uje provjeravanje pretpostavki u odnosu na pretpostavke
koje jo² nisu provjerene i izja²njavanje kao ako to vrijedi ovdje to ¢e uvijek vrijediti.
Na primjer, nakon ²to smo testirali na²u po£etnu pretpostavku i utvrdili da vrijedi
za nekoliko trokuta provjeravamo ju na speciﬁ£nom raznostrani£nom trokutu kako
bismo vidjeli vrijedi li i dalje. Ako vrijedi i dalje moºemo prije¢i na davanje dokaza
na op¢em primjeru gdje koristimo matemati£ka svojstva i strukture na op¢em slu£aju
(to je i dalje speciﬁ£ni slu£aj, ali argumenti su orijentirani prema op¢em slu£aju)
kako bismo objasnili za²to pretpostavka mora uvijek vrijediti.
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6.2 Temeljno razumijevanje 4b: to moºemo napraviti s pro-
tuprimjerima?
Temeljno razumijevanje 4b Protuprimjeri su vaºni: pojedina£ni slu£ajevi mogu
opovrgnuti pretpostavku, ali takoer mogu voditi do modiﬁciranih pretpos-
tavki.
Protuprimjer je dovoljan da se neka pretpostavka opovrgne, ali takoer jedan
primjer nije dovoljan da se dokaºe neka tvrdnja za ve¢i skup objekata. Protuprimjer
za neku pretpostavku nije nuºan znak da se pretpostavka u potpunosti obdaci. Na
njima se moºe dodatno raditi posebno ako se radi o jednom ili nekoliko posebnih
slu£ajeva koji su problemati£ni.
Primjer 8. Razmislimo koje sljede¢e pretpostavke vrijede, a koje se trebaju izmije-
niti. Ukoliko bismo u£enicima dali protuprimjer koji bismo odabrali i za²to? Na koji
na£in bismo izmijenili te pretpostavke?
a) Simetrale stranica trokuta uvijek se sijeku unutar trokuta.
b) Trokut uvijek ima najdulju stranicu.
c) Kroz bilo koje tri to£ke uvijek se moºe nacrtati kruºnica.
d) Kroz bilo koje £etiri to£ke uvijek se moºe nacrtati kruºnica.
e) Dijagonale £etverokuta se uvijek sijeku.
Primjer 8. moºe se shvatiti kao rad s protuprimjerima u odnosu na izmijenjene
pretpostavke, ali je takoer dobra vjeºba da budemo precizni u vezi opsega i ogra-
ni£enja geometrijskih tvrdnji.
Komentar na pretpostavku (a)
Kao protuprimjer u£enicima moºemo dati jedan tupokutan trokut. Na taj na£in
u£enici ¢e vidjeti da se simetrale stranica tupokutnog trokuta sijeku izvan njega.
Pretpostavku moºemo izmijeniti tako da ispred rije£i trokut dodamo rije£ ²iljasto-
kutan te ¢e na taj na£in pretpostavka vrijediti. U pravokutnom trokutu simetrale
stranica se sijeku u polovi²tu hipotenuze.
Komentar na pretpostavku (b)
Kao protuprimjer u£enicima moºemo dati jedan jednakokra£an trokut. U tome
slu£aju ne ¢e postojati jedinstvena najduºa stranica. Takoer im moºemo dati je-
dan jednakostrani£an trokut, te ni u tome slu£aju ne ¢e postojati najduºa stranica.
Pretpostavku moºemo izmijeniti tako da ispred rije£i trokut dodamo rije£ raznos-
trani£an.
Komentar na pretpostavku (c)
Kao protuprimjer u£enicima moºemo dati tri kolinearne to£ke. U ravnini se ne
moºe konstruirati kruºnica kroz tri kolinearne to£ke (osim ako se pravac ne ra£una
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kao kruºnica s beskona£nim polumjerom). Pretpostavku moºemo izmijeniti dodava-
njem rije£i nekolinearne ispred rije£i to£ke. Te tri to£ke zapravo odreuju trokut. Tu
pretpostavku moºemo postaviti i na sljede¢i na£in: Svakom trokutu se moºe opisati
kruºnica. Tu kruºnicu zovemo kruºnica opisana trokutu.
Komentar na pretpostavku (d)
Komentar pod (c) nam govori da postoji jedinstvena kruºnica kroz bilo koje tri
to£ke. Ako bismo izabrali £etvrtu to£ku koja ne leºi na kruºnici tada ne moºemo
konstruirati kruºnicu koja prolazi kroz sve £etiri to£ke. Ali takva kruºnica postoji
u posebnim slu£ajevima - na primjer ako su £etiri to£ke vrhovi kvadrata ili pravo-
kutnika tada moºemo konstruirati kruºnicu. Skup £etverokuta za koje vrijedi ova
pretpostavka nazivamo tetivnim £etverokutima. Za kutove tetivnog £etverokuta vri-
jedi sljede¢e svojstvo: etverokut je tetivni ako i samo ako mu je zbroj nasuprotnih
(unutarnjih) kutova jednak 180◦.
Komentar na pretpostavku (e)
Kao protuprimjer u£enicima moºemo dati nekonveksni deltoid (jedan unutra²nji kut
mu je ve¢i od 180◦). Deﬁnicija dijagonale zahtijeva da dijagonala leºi unutar lika. Na
ovaj na£in nismo promijenili opseg po£etne tvrdnje kao u prethodnim slu£ajevima,
ve¢ smo se samo ograni£ili na konveksne £etverokute. Na£in na koji je originalna
pretpostavka postavljena je neto£an.
6.3 Temeljno razumijevanje 4c: to je ideja?
Temeljno razumijevanje 4c Iza (u pozadini) svakog dokaza je ideja dokaza.
Podrijetlo dokaza je jedna od najteºih stvari za objasniti. Ve¢ina geometrijskih
dokaza ima pojedina£nu glavnu ideju. U£enici, ali i nastavnici £esto razmi²ljaju na
sljede¢i na£in:Moram zapamtiti sve korake dokaza u pravom poretku. To moºe biti
dosta te²ko za upamtiti i gotovo je jednako kao recitiranje pjesme.
Na primjer razmotrimo dokaz pretpostavke da je trokut4EDF kojemu su vrhovi
polovi²ta stranica trokuta 4ABC sukladan ostalim trima unutarnjim trokutima
4AFE, 4FBD i 4EDC kao ²to je prikazano na Slici 23, te poku²ajmo odrediti
ideju dokaza. Kako bismo dokazali sukladnost trebamo pokazati da su stranice i ku-
tovi trokuta4EDF sukladni odgovaraju¢im stranicama i kutovima trokuta4AEF ,
4EDC i 4FBD. Primjenjuju¢i Talesov teorem o proporcionalnosti moºemo uo£iti
da su duºine ED i AB paralelne jer su to£ke E i D polovi²ta duºina AC i BC.
Sada kad znamo da su duºine ED i AB paralelne to nam moºe pomo¢i da uo£imo
nekoliko transverzalnih pravaca (AC, EF , FD i BC) koji ¢e nam dati niz bitnih
odnosa izmeu kutova na²ih dvaju trokuta. Pa tako vrijedi da su kutovi ∠FED i
∠EFA sukladni.
Ovaj pristup ¢e nam omogu¢iti da odredimo odnose izmeu kutova, ali nam ne ¢e
pomo¢i da shvatimo za²to stranice trokuta moraju biti sukladne. Znamo da trokuti
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Slika 23: Rastav trokuta na sukladne podtrokute
4AFE i 4EDF imaju zajedni£ku stranicu EF . Ako bismo malo bolje pogledali
trokut uo£ili bismo da su duºine FD i AC paralelne (isti zaklju£ak kao i ranije). To
zna£i da je £etverokut AFDE paralelogram iz £ega slijedi da je AE=FG i ED=AF
. Na ovaj na£in smo pokazali da je 4AFE ∼= 4EDF . Na sli£an na£in se pokaºe i
sukladnost preostalih trokuta.
Rad na razli£itim idejama dokaza moºe nam istaknuti na£in na koji razli£iti
dokazi ovise o razli£itim pretpostavkama i svojstvima, odnosno pomaºe nam da
shvatimo ideju dokaza koju ¢emo kasnije pretvoriti u pisani dokaz.
35
Literatura
Literatura
[1] M. Serra, Discovering Geometry: An Investigative Approach, Key Curriculum
Press, CA, 2002.
[2] N. Sinclair, D. Pimm, M. Skelin, Developing Essential Understanding of
Geometry, The National Council of Teachers of Mathematics, Reston, 2012.
[3] S. Johnston-Wilder,J. Mason, Developing Thinking in Geometry, Sage, Lon-
don, 2005.
36
Saºetak
U ovom radu iznesenu su vaºne ideje koje nastavniku mogu produbiti postoje¢e
razumijevanje geometrije i koje ga mogu voditi u planiranju i izvebi sata. Prve
tri velike ideje usmjeravaju na²u paºnju na na£in rada u geometriji koji uklju£uje
skice, traºenje promjenjivosti i nepromjenjivosti, te oblikovanje deﬁnicija. Proces
dokazivanja, koji je obja²njen u Velikoj ideji 4, uklju£uje elemente svih triju po£etnih
velikih ideja. Stvaranje i prou£avanje pretpostavki moºe nas dovesti do formuliranja
novih deﬁnicija koje sa svoje strane mogu generirati nove skice. Te skice su osnove
za ideje dokaza.
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Title and summary
Developing Essential Understanding of Geometry
This paper contains important ideas that teacher can deepen existing understan-
ding of geometry and that it can lead in planning and implementing lessons. The
ﬁrst three ideas draw attention to the way in which doing geometry involves working
with diagram, looking for variance and invariance and formulating deﬁnitions. The
process of proving, as articulated in Big Idea 4, involves elements of all the ﬁrst three
big ideas. Making and testing conjectures can lead to formulating new deﬁnitions,
which may in turn involve generating new diagrams. These diagrams can provide
the basis for proof idea.
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